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Considerons I’exemple typique de variite de Cauchy-Riemann, le groupe 
d’Heisenberg. Sur ce groupe existe naturellement dew Lapiaciens invariants, le 
Laplacien incomplet A, et le Laplacien complet A, + T*. Deux theories du 
potentiel invariantes sont done en presence. On utilise ici la comparaison de ces 
deux theories pour btudier les R-P mesures, c’est-a-dire des mesures dont le 
prolongement est pluriharmonique. 
INTRODUCTION ET NOTATIONS 
Soit H le groupe d’Heisenberg dedimension rielle 3, H = C X R. Prenons 
pour coordonnkes g = (z, t). 
La loi de groupe est: 
(2, t) * (z’, f’) = (z + z’, t + t’ + 2 Im ~5’). (1) 
Nous avons comme champs de vecteurs invariants A gauches: 
a a .- z=~+tz$ 
Z=t-iz$, 
(2) 
[Z, Z] = -2 iT, (3) 
A, = j(Zg + ZZ). (4) 
Du point de vue de l’analyse complexe, H est identifik au bord d’un domaine 
de Siegel de type II de l’espace C’: 
{(z,,z,)ECZ:Imz,> 1z112} (5) 
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domaine biholomorphiquement quivalent a la boule. Ce domaine, en fait, a 
ete etudie pour la premiere fois par E. Picard en 1883 [9]. 
Une fonction f:H-t C est valeur au bord de fonction holomorphe si et 
seulement si zf = 0, f est dite de Cauchy-Riemann. Une fonction u: H + D 
est valeur au bord de fonction pluriharmonique implique 
zzzzu = 0 (6) 
ce qui’ iquivaut i
(Ai + T2)u = 0 (7) 
(voir [7]). Nous poserons: 
pp(z,t)=(+-it. (8) 
La mesure de Haar du groupe, qui est en fait la mesure de Lebesgue sera 
notee da, do (z, t) ou dg. Pour rendre la theorie locale nous n’utiliserons pas 
des integrales de convolution: 
co *ly(g,) = 1 dg> w(g-‘go) dg
H 
= 5 vo(g,g-‘1 w(g)& H 
mais des integrales sur des ouverts B c H 
5 
rp(g) v(g- ‘go) & 0~ I dg, g-‘1 v(g) & a a 
Cette Ccriture locale fait que nous aurons i etudier des integrales portees par 
le bord ash. 
Dans ce qui suit apparait rois idees essentielles: d’abord la regularite 
faible, demontree dans [8], que nous redemontrons ici sous une forme locale, 
ensuite l’tgaliti [7]rappellee ci-dessus pour les fonctions, valeurs au bord de 
fonctions pluriharmoniques, quenous appellerons ci-dessous R-P fonctions 
pour se conformer a une notation de Rudin [lo]. Entin le noyau N du 
Laplacien invariant A, + T* etudie par Debiard [ 11. 
En fait, onmelange ici deux theories dupotentiel associees naturellement a 
la structure: celle du Laplacien incomplet A, et celle associee au Laplacien 
complet A, + T*. Citons dans cette introduction un des risultats principaux. 
TH&OR$ME. Soit ,U une R.P. mesure positive sur un ouvert f2 de H, alors 
le potentiel deGreen pour le Laplacien Ai + T* de p est borne’. 
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Nous renvoyons au paragraphe 5 et au thioreme 1, paragraphe 3 pour les 
autres resultats de ce travail. 
1. FORMULES DE REPRESENTATIONS INT~GRALES LOCALES 
Dans 171, il est montre que, si v, est une fonction Q”O h support compact: 
q = c,cp + c&‘+ (A:, + T’) (u, *M) 
= c,y, -t c&‘+ [(A:, + T2)cp] *M 
(9) 
ou Cb est l’opirateur de projection sur les fonctions holomorphes: 
(VP est la valeur principale d l’intbgrale singulike), l/p2 est le noyau de 
Szegii et 
M= --&gPl’. 
Les egalitis (9) montrent d’ailleurs que
(Ai + ~2),oM(g-‘g,) = (A:, + T2),MW1gd 
Nous allons transformer ces egalites globales enegalitks locales. 
Fixons un ouvert OR, nous prendrons pour simplifier une bottle de 
Koranyi: 
f2, = ((2, t) E H: 1zj4 + t2 < R}. (10) 
L’igalitt (9) s’ecrit, pour g, E 0, fix& et pour 9, a support compact dans 0, 
vn(go) = $ VP 1 DR %WRe$W’gddg 
+ (A:, + Tz) j” rp,(g) M(g-‘go) & 
OR 
Prenons maintenant Q une fonction Q” ditinie dans un voisinage d fiR et 
une suite o, --+ cp darts L’(O), telle que cp,( g) = cp( g) dans un voisinage d g,. 
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+ I fp( g)(Ai -I- T2),, w g- ‘go> dgOR 
=-$VP 
I 
RR p(g) Re $ (g-kddg 
+ 1 (o(g)@: + T2),MW1gJ@ 
RR 
Utilisons une formule de Stokes en suivant [4]: 
= j- +4b&‘W~l~l*)d~~-~ 4&VL~IV~I~12)d~~ 
anR aflR 
oi do, est le produit de la mesure-aire canonique do sur afiR, par la 
fonction 
[(&I’)‘+ (&2)2+ (~lPl~)2]“2 
et V, est le gradient associC i A,. De nouveau 
I A,cp . A,M - I A:q.M RR 0.Q 
= ian 4d’,WLl~12)d~~ -,f W’,&v IA,b12W~,. 
R am3 
Utilisons encore I’integration par parties: 







Tu, . Mdw, 
RR RR aoR 
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(en notant dcu, le produit de dw par la fonction correspondante). Nous 






I LP(Vd&f IV, IP I’) - 4MVKP IV, IPI’) aaR 
+ I (~.TM+Tp~M)dw,. (11) aa 
Nous noterons pour simplifier la quantitt apparaissant dans le second 
membre @(p)(gO). Remarquons que g, Kant dans l’inttrieur de oh,, la 
fonction @(rp)( g,) est en fait analytique rielle en g,. Nous avons finalement 
montre: 
PROPOSITION I. Soit u, une fonction Q”O dans un voisinage d fiR, alors, 
pour tout g, E R,, on a: 
s(go)=$VP j aR v(g) Re $ W’go) dg 
+ 
I (A: + T*) GWW’go) dg + @P(rp>(go)- DR 
Si, de plus, o est une R-P fonction (c’est-i-dire “pluriharmonique”) 
c(go)=~VP j 
QR 
cp(g) Re f (g-k,) dg + @W(go). 
(12) 
(13) 
Remarque. L’egalite (13) est vraie d&s que (Ai + T*)y, = 0 la plurihar- 
monicitt est superflue. 
Nous allons maintenant ecrire l’integrale Q(p) sous une forme ne faisant 
intervenir que des integrales en rp et non des dtrivies de o. Les dbrivtes 
tangentielles s ront supprimees par integration par parties et les derivces 
normales par une mise en couronnes. 
Passons en coordonntes polaires ginlralisees (voir [5]) I= r$%‘i!? e““, 
2 = x -I- iy, t = r* sin* 0 avec -42 < 0 < n/2, 0 < w < 2n 
124 G. LAVILLE 
la sommation Ctant &endue aux entiers a,/A y tels que 0 Q a < 3, 0 Q/I < 3, 
a + /? + y < 3, A,,,,@, w, 0, g,) &ant analytique rCelle dans un voisinage du- 
domaine fiN2 = {(z, t) E H: 1 z I4 + t2 < R/2}. Faisons passer les dCrivCes 
a/@, a/a@ sur les fonctions AnBy: 
La formule (13) peut done s’krire: 
a(p,)=$q RR (P(g) Re $ (g-‘go) & 
+ .io l,“, -$ WC WY Q)B,(R, w, Q, go)1 ~Nw, 8) 
les B, &ant toujours analytiques r&Ales. 
Fixons go E fiRd2 et faisons varier R de R, B R 1 
+ c2 i I”’ j aa [CD@, w, Q)B,@, v, Q, go)] dw(w 0) dR 
u=o R. an, ar" 
(C, et C2 itant des constantes). Le dernier terme peut s’krire 
s n \n, 4w Bo(& go) & RI 0 
- s aR,, 5 [CD@,, w Q)B,+ ,(Ro, w, Q, go)] 1 do(w 0) 
now avons abaissC la derivation d’une unit& En effectuant quatre fois cette 
opkration, ow allow obtenir: 
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$ (g-‘g,) dg dRdRdRdR 
+’ 
! 
2 Z”[cp(R, w @)B,-JR, w, 0, go)] dR dv d@ 
fiR,\f-& a=0
oi Z dksigne l’intigrale en R. 
Finalement, now avons: 
PROPOSITION 2. Soit a, une R-P fonction, e* depnie duns le voisinage 
d’un ouvert nRO, alors, pour tout go E fiRd2, on a: 
e(g,)-~VPj ~WRe-$W1goW~ Irp(g)l dg (14) 
RR0 RR, 
avec R, > R,. 
2. LA RI~GULARIT~ FAIBLE LOCALE 
Dans ce paragraphe, nous allons Ccrire les m6mes rtsultats de rkgularitk 
faible que ceux obtenus dans [8], mais nous les auront de faGon locale: 
PROPOSITION 3. Soit u une R-P fonction, Q”, de?nie duns un voisinage 
de fiRO. Alors, pour tout go E fiR0,2 : 
< c, I o, Iu(gl& (15) I 
Dt!monstration. Analogue g celle donnke dans 181, rappelons que: 
d,Re$=-Re-$, 
d’oi, pour go E fiROj2 
AK [J %l 
u(g$pP~o)&-$ja uORe~W1go)dg] 
Rll 
= -2m( go) + $ VP 1 
*no 
4 d Re $ (gelgo) dg 
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d’ou, d’apres (14), pour g, E fiRd2 
< c4 I I 4 dl 4s nR I 
Soit a la fonction reprtsentee par le crochet: pour tout g, E fiRdZ, 
d’apres la formule de Stokes pour le A,: 
Les deuxieme et troisieme d&iv&es se majoreront a une constante pres par 
J-n,, I4dlds, quant a la premiere, il sufftt de remarquer que l/lpi est 
localement integrable. 
Finalement, on a: 
I a( g)l < constante 
I I ddl ds nRo
ce qui donne l’inegalite (15). 
COROLLAIRE 1. Sous les mbnes hypothbes de la proposition 3,et si 
U>O 
< c, 5 u(g) & (16) ORI 
Dkmonstration. 11 sufftt d’integrer l’inegalitb (15) par rapport a la 
variable t, de 0 a R,/2 et de remarquer que Re(l/p) donnera un Arc tg qui 
sera done borne. 
COROLLAIRE 2. Sous les hypoth&es du corollaire 1 
i,, llwlpl ud~<C, j udo. 
0 DRI 
(17) 
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DPmonstration. I1 sufftt de montrer cette inegalite avec le Ier membre 
remplad par 
1 
llog (z12( U do 
%I 
puiswe IPI > lzl* (loglpl llog \z)*j pour )z14 + t* assez petit. Pour 0 < t et 
lz/* < R,/2, on a: 
4d2 + lzlZ < RO/2 + \/jzl” + (R,/2 - t)* 
IZ12 -t+djq57 
Hors de (0 < t } x (1 zI2 < Ro/2), log IpJ est regulier pour t Q 0 on pro&e de 
facon analogue. 
Nous obtenons bien (17). 
3. INTEGRATION DU NOYAU DE A. DEBIARD 
Nous noterons N(z, t) la solution fondamentale du laplacien i variant 
complet d, + T2, voir [ 11. D’aprls ces resultats, nous avow 
PROPOSITION 4. 
N(z,t)=C, jtlo (z12ch2r+4rsh2r dr t2 sh2 2r + [Izi’ ch 2r + 4rsh 2rJ2 ’ W) 0 
DPmonstration. D’apres [ 11, en integrant lasolution fondamentale d
l’lquation de la chaleur associke i d, + T*, nous trouvons (V&ant Ie temps) 
I o+“&ji,” (-&--)exp[F--T.-&--l e-arYr’&. 
Effectuons l’intlgrale .en t’. Posons s = l/t’, -dt’/t” = ds et travaillons a une 
constante pres: 
jo’m ds/:I (&) exp [ (4irt-4/rj’&--) s] e-8’zSdr 
exp[(irt - jzj* r/th 2r - 2r2) 4s] +m 
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I 
+w 2r 1 =-- dr 
--oo sh 2r 4(irf - (z/‘r/th 2r- 2r*) 






too (zl* ch 2r + 4r sh 2r 
=- 
2 dr * 0 t2sh22r+ [[z[*ch2r+4rch2r]* 
THBORBWE 1. Soit u une R-P fonction SF’, positive dtjfinie duns un 
voisinage de fiR,. Alors 
ja, u(g) NW *go) & < C, j u do (1% 
0 OR1 
avec L!,, inclus duns le voisinage ozi u est depni et R , > R, et go quelconque. 




T2 lQ?@ + &I = @ + El2 3 
1 
A, log@ + E) = +z log@ + E) = -, 
P+E 
(4 + T*) log@ + E) = @ : 6j2 + -&. 
Prenons les parties rkelles 
(AK + T*) 1% IP + &I= Re @ : Ej2 + Re &. 
Utilisons une formule de Green pour l’opbateur A, + T* dans le domaine 




5 log IP + E I (g,‘g)(A, + T*P’(d ds DR2 
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= 
I Wg)(V, 1% IP + El tf3Ad lV7, IPI’) aQR* 
- log IP + &I wdtbP(g) IV, IPI’) h(g) 
+* I logIP+&I(g,‘g)~N(g)d~*(g) . aa,, 
+’ I TlogIp+&I(g,‘g)N(g)dg .aRR, 
d’0L.l 
oti w,(g,) est une fonction analytique rbelle dans OR2 (ceci reprksente l s 
termes au bord), et quand E -+ 0, wE( g,) --* w,,( g,,), qui est encore analytique 
rCelle dans ~2,~. IntCgrons l’&galitk (20) avec la fonction u(g,) dans QRdz : 
i 1% IP + &I (&M&J &Ll OR@ 
=I u&J Re RRd2 i RR2 
+- ! 4 go) - (go ldW d 67 &o nRd2 R,, 
Fubini, 
J log IP + ~1 (g&(g,) dgo QR@Z 
-I- I 4 g&A go) & (21) RRd2 
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quand E -+ 0, 
I u( go) Re 
1 
(P + es 
(g;‘g> &o + VP 
RR@ I hd2 
4go) Re$ W’g)& 
(ceci, puisque u est SF, voir [8]). D’aprts I’inegalite (14), apres un passage 
a la limite, E + 0, (21) devient: 
I j 1% IPI (gobao) ho-g j N&4?) & n.%/2 nRo12 
Q I RR 0 ,2 u(go) jn,2 Re $wmw a? &To + c,, j u(g) dg. *RI 
D’apres I’inegalite (17): 




Re + (g&P(g) de ho 
+ C,, jnR, u(g) 4s (22) 
LEMME. (1) TNELf,,pour 1 <p < 5/2. 
(2) II existe une constante C,, telle que 
Dkmonstration. (1) C’est un rtsultat general sur les operateurs ellip- 
tiques, donnons-en une demonstration directe: soit K un compact 
quelconque, lenoyau N n’etant singulier que pour des r petits (voir (18)) il 
nous suftit d’etudier 
[]z]‘ch2r+4rsh2r]]t]sh22r] [t* sh2 2r + (lz 1’ ch 2r + 4r sh 2r)*]’ dr pdxdYdt 1 
d’aprts l’inigalitk de Jensen: 
< il 
1 []z]2ch2r+4rsh2r]Pjt]psh2p2r 
x o [t* sh* 2r + (lzl’ ch 2r + 4r sh 2r)2]2p dr dx dy dt 
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d’apres Fubini, on peut intervertir les deux integrales et comme 
tP dt 1 a tP- ’ dt* 
(t2 + a)‘” = T I 0 (t2 + a)‘” 
dt2 1 u 
@2 +@p+l/2 = (t2 + up- y2 o’ 
11 reste done a Ctudier la convergence d
. 1 (]z]2ch2r+4rsh2r)Psh2p2r 




II reste finalement: 
I d 
sh2p 2r 
(4r sh 2r)2p-2 dr 
qui lquivaut quand r petit, a:
.I 
J 
rzp 1 dr -dr= - o r4P-4 s 0 r 
2P-4 
d’ou convergence sip < 512. 
(2) Une integration parparties donne: 
(A Re(l/p) dt Q K et N possbde une singularite ntegrable. D  la la deuxieme 
partie du lemme. 
Fin de la demonstration du theoreme: de l’inbgalite (22) et de la deuxieme 
partie du lemme, nous obtenons 
En effectuant des translations surN, on trouve l’inigalite (19). 
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4. INTBGRATION D’UNE FONCTION A SINGULARITI? 
LEMME. La fonction 
joue le r6le de solution fondamentale approcht!e de Pop&ateur A, + T2. D’ 
facon prkcise: 
5 
4(2ti - 2 ~z~‘)~zO~’ = 
a,, (2 I %I2 + G)“= 
N((z,, t,)-‘(z, t)) dz dFdt + wj(z, t) (23 
oli (AK + T2)w, = 0 dans fJRp. En particulier, wj est analytique rkelle dan 
Gj’ 
Dkmonstration. Rappelons l’expression de A, + T2 en termes de coor 
donnkes: 
A,+T’=f ($+$) +$+4$(y&x-g) 
+ 4(x2 + y’) -g, 
a 1 t 
atj/qqfq=- (2/zl=+t=)3’=’ 
a2 1 - (2 Iz I2 +t2) 3t2 2t2 - 2 1212 
2 dqqqT= = (2 lzl2 + tq5’= + (2 Iz(2 + ty= = (2 1212 + t=y= 
a2 1 
ax at j/T-jqqT = 6 (2 I,]:“, t=y ’ 
a2 1 
8Y at d5-j+7= = 6 (2 ,z,2t; t=)5/2 ’ 
(4 + T=) d& = 4x8 + 4 
(2t2 - 2 lzl’) 1212 
(2 Iz 12 + ty ’ 
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En utilisant e core une fois une formule de Green, pour g, E .QR,, 
iw-L I 4n dqi-jq? (g1) 
i 
4(2t2 - 2 lzl’) lzl* = 
OR3 (2 lzl2 + t2)5’2 bww’gl)dg +wdg,) 
avec (AK + T*)w, = 0. 
PROPOSITION 6. Soit u une R-P fonction, Q*, positive d&tie duns un 
voisinage de fiR,, alors: 
(24) 
auec QR, inch duns le voisinage de depnition de u. Par translation, on a 
m&?me: 
i u(z, t> 
1 
\/2~~-2,~*+/t-f~-21mzf,(* 
dz dF dt 
nkl 
Dbmonstration. La formule (25) se dkduit facilement de (24) en trans- 
latant u. Montrons la premikre intgalitk. D’aprts (23) et (19): 
.r DJ% 4~ 0d& dz d2 dt 
< c, I udof OR, Jo, 
412&Izoi*I id 
0 u(zy Cl i,., (2 lzf)12 + t;)5’2 
x N((z,, t,)-’ (z, t)) dz, dFO dt, dz d.Fdt 
+i u(g) I&Gl 4s n% 
Prenons R, > R,, et remarquons que: 
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et remarquons maintenant que 
a une singularite logarithmique, et TN E Lp pour 1 < p < 5/2, on a done une 
majoration uniforme; wJ est analytique rielle, comme R, > R,, I’inigalite 
(24) s’ensuit. 
5. APPLICATION AUX R-P MESURES 
Soit p une R-P mesure, c’est-i-dire une mesure p definie sur un ouvert de 
H et qui est valeur au bord (au sens de la convergence vague) de fonction 
pluriharmonique (n Btait appelee mesure pluriharmonique dans [8]). Le 
probleme de la “regularitt)) d’une telle mesure a deja Ctt consider& dans [3] 
et (81. Du point de vue de la theorie du potentiel pour le A, + T2, on peut 
demontrer: 
TH~ORI~ME 2. Soit p une R-P mesure, positive de3nie dans un ouvert Q. 
Alors son (AK + T2)-potentiel st borne’ sur tout compact de R. En 
particulier, les ensembles de gmesure nulle sent de (AK + T2>capacitt! nulle. 
Mmonstration. II sufftt de rtgulariser et de passer i la limite dans 
I’inegalitt (19). 
Soit maintenant, A le noyau de Green de l’opirateur A, + T2 dans Q et 
E& iu> = I, xn 4s g’) dW Mg’) (26) 
l’energie mutuelle de deux mesures (energie associ&e a A, + T2). 
THBORI?ME 3. Toute R-P mesure positive deynie dans un voisinage de a 
est d’hnergie j&tie. L’ensemble de toutes les R-P mesures positives de masse 
jhie est complet pour la norme-Pnergie de A, + T2. 
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Demonstration. La premiere partie du thktme est consequence du 
theoreme 2. Considirons les deux espaces uivants: 
8+ = { mesures positives d’tnergie finie}, 
A + = (9 E 8+, ,U R-P mesure}. 
respace 8+ est complet (m&me demonstration que dans la thkwie 
classique du potentiel Newtonien). D’autre part, A + est ferme dans Z’+, 
puisque, si fi, --) p pour la norme-inergie et p, E A + alors pCln --t p vaguement, 
doncfiuE+. 
6. APPLICATION AUX FONCTIONS CONJUGI~ES 
Nous allons montrer que si ,U est une R-P mesure positive, alors rp est aussi 
de (AK + T’)-potentiel borne. 
Soit D un domaine de Koranyi 
D, = ((2, t) E H: (1~1” + t’)l’* < R’} 
supposons tout d’abord que p + iv soient Q”O et d&ties dans un voisinage 
de l’adherence de D,. 
D’apres le thiortme 2 de [6], on a: 
ezo 3to) - u(O, 0)=VP I r(ro,to)(Z’ t)u(z, t) dzd.f dt DR 
+ ~2(Zo,& OXa 4 - ~3(ze,to)(Z9 t) 4e t) dstz9 4 
ou 3 = X + iY, VP est la valeur principal usens de Koranyi, 
I- ~r,,t& t) = c 
t - t, 
[Iz - zo14 + (t - t, - 2 Im z.TJ’]~” 
et M, , M,, M, sont des noyaux riguliers pour (zO, to) # (z, t). 
En utilisant le meme artifice que pricedemment pour eliminer les d&ivies 
premieres et secondes porttes par le bord aD,, on trouve 
u(zw to) - u(o, 0) - VP i, fc~o,lOj(z, t)u(z, t)dz dFdt 
G Cl, 1 u(z, t)l dz dF dt. (27) 
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Considlrons maintenant le noyau (introduit dans [8]) 
A (z, t) = log 
( 
(1-t)+~~z~4+(1-t)2 
) -t+j/jijFT- ’ 
A, TA (z, t) = ~6, (28) 





u(z1, t, - to) df, + VP 
I 




= u(z,, t, - to) dt, + VP u(z, W(rl,tl) (z, t) dz d.F dt. 
0 I DR 
De li, pour ~1, C”O $ support compact 
j P(z~, t,) VP j u(z, W’(rl,&, t) dz dFdt W,, tl) dz, d5, dt, 
H DR 1 
+ j~co(zl,t,)h(z,t)dzd~dc 
oti h est (AK + T*)-harmonique. D’apris [ 191, le deuxikne membre est 
majort par 
cl6 I,. u(z, t) dz d5 dt. 
D’aprks (27): 
I jdZO¶ to> [v(z 07 to) - do, o)] N(z,, to) dz,dW, H I j < C,, u(g) & ,’ DRJ 
TH~~OR~ME 4. Si p est une R-P mesure positive, v la distribution 
conjuguke t v, une fonction C* ci support compact. Alors le (AK + T*)- 
potentiel deqw est born&. 
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